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1. Sono dati la curva 5 di equazioni parametriche (rispetto a una terna 7 = (O, z,y, z) di versori i, j, k)
x = ae sin(0)

y = ae’ (0 € R, @ > 0) e un punto materiale P di massa m vincolato a muoversi (senza

z = —ae’ cos(f)

attrito) su . E presente la gravita, diretta come l'asse ze orientata nel verso negativo. o
a) Determinare la parametrizzazione di «y in funzione dell’ascissa curvilinea s di P, prendendo come origine

Q= (0,a,—a) su .
ds=ae’\/(cos(0)+sin(0))2+ 12+ (sin(#) —cos(6))2d0 =

ae’ \/C082 (8) +sin?(#) 42 cos(#) sin(8) + 1 4cos?(8) +sin?(8) —2 cos(8) sin(h)df = ae’/1+1+1d6=ae’/3d6,

s s
=——+1,0=In <—+1) . La parametrizzazione di « in funzione di s e quindi

uindi s=av/3(e?—1 , el
q (e”—1) 7 i

0p()= (35 +0) (s (m(a%ﬂ)) teicon (i 1)) ) com s € (v 400)

b) Determinare le componenti del triedro principale t, i, b rispetto ai versori di 7 e il raggio di curvatura

di 7 in un suo punto generico.
dr,: dy, dz, T - . T
T:d—Zi+d—?;j+d—;k:aee ((cos(@)+sin(9))i+j—l—(sin(@)—cos(@))k) con |T|=ac’V/3; quindi t:m:

% ((cos(@)+sin(9))i+j+ (sin(@)—cos(@))l%) = \/g (cos (H—%)ijt %j—i—sin(H—g fq)

N:Z—Z:A % (A— sin(@—%)i—l—cos(@—%) R) con |N|:\/§; quindi ﬁz%z—sin(@—%)i%—cos(@—%) k.
R; = % = % Z_i:\/g%:%, da cui Rczga—\/%e:\/g<s+a\/§). Infine si ha
Bzf/\ﬂz% (cos(ﬁ—%)i—\/ij—l—sin(H—%)f{).

c¢) Scrivere l'espressione dell’energia potenziale di P; calcolarne le eventuali posizioni di equilibrio, deter-
minando se sono stabili o no.

U
Si ha U =mgz = —mgae’ cos(d), con m >0, g > 0. Le posizioni di equilibrio si hanno per — =0, da

db

cui mgae? (sin(f) —cos(#)) = 0, cioe = z+k7r, con k € Z. Per determinare quali sono stabili e quali
d*U d*U x

—2:2mgaee sin(f). Si ha — =mgay/2ei 27 >0, quindi per 9:g+2k7r (cioe

. de d92 9:£+2k‘ﬂ' d2U -
s=a/3(eT257_1)) si hanno posizioni di equilibrio stabile. Siha infine —| =—mgay/2eiTE+T ()
0="+(2k+1)m
1

no, calcoliamo

do?
57T 57 . .. . . . . . .
quindi per 6= Z—l—2k‘ﬂ' (cioe s=av/3(e" *2*™—1)) si hanno posizioni di equilibrio instabile.
d) Scrivere I’equazione del moto di P usando l'equazione di Lagrange e ricavare il periodo delle piccole
oscillazioni intorno a tutte le posizioni di equilibrio stabile.

Si ha T:%mé2, U=—-mg (%jLa) coS (ln(ai\/gj%)), L= T—U:%ms‘2+mg (%—l—a) coS (ln(ai\/g—i-l));

a i (%) — % =0 si ottiene ms— mg (cos Qn (i + 1)) —sin Qn (i + 1))) =0, da cul si ricava
dt \0s) O0Os V3 av3 a3 ’

. 2 s @ : : o : . . o
5+ g\/;sm Qn (—\/gjtl) _Z) =0. Sviluppando in serie il termine non lineare intorno alle posizioni
a

. ey . . - . Sk + Sk T . S P %W) 7T)
si di equilibrio stabile si ha, posto § = s—s;, sin|ln +1]—— ) =sin(In[ —=+e7" ——=]=
e P ' ( ( av/3 ) 4) ( (a\/g 4

§e_ﬂ_2’”) T 7T) (56_1_2’” ) Se a2k
sin{In({1+—— | +—+2kn— — ) = sin| ———=—+2kn+0(8) | = ———=—+0(5). Sostituendo nell’e-
( ( av/3 4 4 av/3 (5) av/3 (5)

g\/ie—g—ﬂmr

3a

2 - 3 -
W = \/i—e_g_’” e periodo 1, = 27 —Eeg%“, che dipendono da k.
3 a \/§ g

quazione del moto si ha s+ 5=0 che e l'equazione di un moto armonico di pulsazione



e) Scrivere le equazioni del moto per P lungo le direzioni del triedro principale e ricavare da esse le com-
ponenti della reazione vincolare dinamica supponendo di conoscere s(t).

L’equazione del moto ¢ ma=mg+¢. Scomponiamo tale equazione lungo le direzioni della terna intrin-
-2

~ N S ~ ~ N A "
seca di vy ponendo ¢ = ¢, i+, b; si ottiene m §t+—ﬁ) =—mgk+¢,n+@pb. Poiché k= (k.t)t+ (k.n)nt+

(¢

(k.b)b= \/gsm(ln(v%—l)—z)t%—cos( (FH) D +%sm< (7+1) 4)6, si ottiene
| -

S

2
m;é:—mg\/jsm <1n <—\/—+1) Z>> gia vista al d), m—=———= —myg COS(
a \/g (8+aﬂ
m

1 S 52
e 0=—mg——=sin +1)—= ]+ uindi si ottiene ¢,,=mg cos —+1
g\/_ ((af ) 4) P Q i g (( 3 ) 4) 3s—|—3a
1 s 1 S S
=m sin (In —). Poiché E=-ms*—m ( —I—a) COS(ln <——|—1)) = costante, si ha
NG ((f)4) W 3
2V2 7 22E
n=mg [1+——] cos|In +1 +
oy (1422 o 250) )+ 2

2. Un disco omogeneo di raggio r, massa m, ha il proprio centro O incernierato a
una cerniera fissa e presenta una scanalatura lungo un diametro entro la quale puo
scorrere senza attrito una sbarra AB di lunghezza 4r e massa m. E presente la
gravita. L’estremo A della sbarra ¢ vincolato a una cerniera mobile vincolata a
sua volta a muoversi lungo una guida orizzontale fissa posta al di sopra del disco.
Quando la sbarra e verticale, O coincide geometricamente col punto medio della
sbarra. Tutti i vincoli sono privi di attrito.

IS

a) Dopo aver scelto un opportuno sistema di riferimento “fisso” e un’opportuna coordinata lagrangiana 6
per descrivere la configurazione del sistema, ricavare la posizione e la velocita di A in funzione di 6 e 0,
e di un qualunque punto P della sbarra in funzione di AP, 6 e 6.

Scegliamo ’asse x passante per O e parallelo alla guida, ’asse y passante per O e perpendicolare alla
guida, 6 I’angolo che la sbarra forma con il semiasse positivo delle y, misurato dall’asse alla sbarra. Come
di consueto, il senso antiorario ha segno positivo e si usano i soliti versori degli assi. La guida dista 2r

dall’asse orizzontale z, poniamo OA =z 4i+2rj. Si ha —Z—A = tan(0), quindi OA =2r(— tan(ﬁ)i—l—j) e
‘ r
2r0
cos?(0)
un sistema di riferi{nento sqlidale al}a sbarraﬁ con origine iAn Ae avente 1 Velﬁi i, e_j* coinpidenti per
0=0 coi versori i e j. Si ha i, =cos#i+sin(0)j; j. = —sin(0)i+cos(d)j. AP=—-APj,=AP(sinfi—cos(0)j).

Quindi vp=v4+APIKA (sin(0)i—cos(h)j)=— i +AP0(cos(#)i+sin(h)j)

i. Dalla formula fondamentale della cinematica piana, sihavp=v A—l—éf{/\AP . Introduciamo

2r6
s*(0)

b) Mostrare che per ogni  compreso in un opportuno intervallo esiste & ed unico un punto ) della sbarra
tale che vq ¢ parallelo ad AB; determinare gli estremi di tale intervallo e calcolare il vettore OQ.

La sbarra ha la direzione di j*, quindi bisogna imporre v /\j* = 0, da cui si ottiene, sostituendo,

( Coig(ee)l +AQ0 (cos(0 )1+sin(9)j)>/\(—sin(é’)i+c0s(9)j):0, da cui (—st(%) +AQH(cos? (0) +sin’ (9))>R

S 2 S 2 1
=0 ed infine AQ = o Poiché 0 < AQ <4r, si ha 0<—— <4, da cui cos(0) > = ed infine —— <9< —
cos(0) cos 6 3 3

Si osservi che @) e il punto della sbarra che coincide geometricamente col punto O del disco ad ogni
. 2 A A
posizione della sbarra indicata da 6, infatti OQ =0 A+AQ = 2r(— tan(@)i%—j)—ﬁ(—sin Oi+cos(0)j) =
0s
(—2rtan(f) + 2r tan(@)f + (2r — 2r)j=0.
c¢) Calcolare la velocita v(") di strisciamento dei punti della sbarra a contatto con il disco in funzione di @

e delle sue derivate.
Basta proiettare la velocita di un punto P della sbarra lungo la direzione di j J*, si ha cioe v = ((v4—

APORN))eji)je = (Vasds)je = —%i.(—sm(@)ﬁcos(@)j)j* = 27"2:21((2))93* = 27;2:21((3))9 (—sin(0)i+cos(0)j).

Ovviamente il risultato non dipende dalla scelta di P.




d) Ricavare la posizione del centro istantaneo di rotazione e le equazioni parametriche e cartesiane della
polare fissa e della polare mobile.
La velocita di A e diretta come i, la velocita del punto @) della sbarra sovrapposto a O quando es-
sa si trova nella posizione indicata da 6 e diretta lungo j* Quindi le coordinate del CIR in funzio-
ne di # si ottengono intersecando due rette: una passante per A e diretta lungo j e l'altra passante

5 xr=—2rtan(f TR = —2r tan(6
per O e diretta lungo i,, cioe () , da cui IR 2( ) 0, piu semplicemente,
_ y=tan(f)x Yycrr = —2r tan®(0)
TCIR =TS LL’2
rs2 . Essa ¢ la parabola di equazione y= ~5 Per ottenere la polare mobile, basta trasfor-
YCIR= ——5~ r
2

mare le coordinate di un generico punto P = (zp,yp) nel sistema “fisso” in modo da ottenere le coor-
dinate dello stesso punto P nel sistema solidale avente origine in A. Ponendo OP = OA+ AP, si

xp=—2rtan(f)+xp. cos(f) —yp.sin(f) od

ha zpi+ypj = —2rtan(0)i+2rj+ *i*+ *:* da cui
PrroR] (6) Iy yr {yp:2r+xp*sin(9)+yp*cos(9)

xpy=xpcos(d)+ypsin(f)

infine ) 2r . Le equazioni parametriche della polare mobile sono
yp«=—xpsin(0)+yp cos(d) —

0s(6)
in(6
Tcrrs = —27 tan(6) cos(0) —2r tan? () sin(0) [L’CIR*:—QT%
quindi ) 2r da cui 200s 9) . Ricavando
yorr« = 27 tan () sin(0) —2r tan?(6) cos(9) — _ar
cos(f) YOIRx = cos(6)
2 2
cosf=—"" ¢ sin(f) = i 2(0)+cos?(f) =1, si ottiene 4r2(2x24+y2) =y,
y* y*

e) Calcolare la posizione del baricentro del sistema in funzione di 6 e il momento angolare del sistema
rispetto a O in funzione di 6 e delle sue derivate.
Il baricentro del disco coincide con O, il baricentro G della sbarra e nel punto medio della sbarra, quindi

0G,=0Gyj, = (%7(19)—27") (cos(6)j —sin(0)i) = 2r(1—cos(f))(— tan(#)i+j). Il baricentro del sistema

e OG = mOO;mmOGS — (1 —cos(0))(— tan(0)i+j). Per il calcolo del momento angolare, osserviamo

che possiamo calcolare separatamente il momento angolare del disco K& e della sbarra K, e sommare

1
i due contributi per avere il momento angolare del sistema Ko =K% +K%. Si ha K¢ = §mr29k. Per la

sbarra, si osservi che la velocita vp di un suo punto P puo essere scritta nella forma vp :V(r)+9RAOP,
e che nel calcolo di OPAvp il contributo di v & nullo, perché v*) & parallela ad AP. Quindi K3 =

. 4r)2 .. 1 2
I otk = <m(12r) +mOG§) 0k. Si ha OG? = 4r? <cos(9) — ) . Svolgendo il quadrato e sostituendo si

4 S
ha Ko=—(2— *0k.
@ o 3( cos(é’)) mrf

3. Una lamina quadrata omogenea OABC di lato [ e massa m e incernierata nei
suoi punti O e C'in modo da poter ruotare (senza poter traslare) intorno all’asse
orizzontale x. E presente la gravita g, diretta come 1’asse z e orientata nel verso

m|g|

negativo. Una molla di costante elastica k = e di lunghezza a riposo nulla

C,

ha un suo estremo bloccato nel punto D = (I,1,1), l'altro estremo & attaccato
al punto B.

a) Dopo aver scelto un’opportuna coordinata lagrangiana, determinare gli spostamenti virtuali dei punti
di applicazione delle forze attive esterne e i lavori virtuali di tali forze. Calcolare infine le posizioni di
equilibrio della lamina utilizzando il principio dei lavori virtuali.

Si prenda come coordinata lagrangiana ’angolo 6 che la semiretta con origine in O e passante per A forma
col semiasse positivo delle y, con 6 € (—7r 7]. Con tale scelta, e con la scelta di considerare posfcivo il senso
antiorario, si ha OB = I(icos()jsin(0)k), da cui 6B = I(—sin()j+cos(#)k)d6; si ha poi OG = (i—l—cos(ﬁ)j—k
sin(A)k), da cui 6G = %(—Sin(ﬁ)ﬁ—cos(@)k)é@. Le forze attive esterne agenti sono il peso P =—mgk e la

forza elastica F=—kDB=kBD=k(OD—OB)= %z<i+j+k—i—cos(e)j—sm(e)k) - %((1 —cos(0))j+



1—sin(@)k). II lavoro virtuale delle forze attive esterne sard dL&® =P.5G + F.5B:—m—gl cos(89)00
2

l
mg —2 (1 —cos(#)) sin(8) + (1 —sin(f)) cos(§))66. Deve essere §L*) = 0 per ogni spostamento virtuale

compatlblle coi vincoli, da cui (—ngl s(0)+ Tgl( sin(6) +cos(9))) 30 =0 V00, ed infine —ngl (sin(O)+

3
cos(0))=0, da cui si ottengono le due posizioni di equilibrio 6, = —% e fy= Zﬂ

b) Scrivere le equazioni cardinali della statica, e ricavare le reazioni vincolari in O e C' nelle posizioni di
equilibrio trovate al punto a). (Ipotizziamo che le coppie rotoidali non esercitino forze dirette lungo il
proprio asse di rotazione).

Le reazioni vincolari possono essere scritte nella forma ¢, = (Z)oyj—HbOZR e oo = qbcyj+¢02f<. Si hanno

.51 ha
ME+ME+M% =0

quindi 4 incognite. Scegliendo il punto O come polo, si hanno le equazioni

—OGNP = %(i—l—cos(ﬁ)j—l—sin(&)k) A(—mg)k = 7"29 l (—cos(0)i+j); ME =OBAF =1 (i+cos(f) j+sin(6)k)A
”jf ((1cos(8))3+(1-sin(8))k) = "2 ((1~cos(8) k—(1-sin(6))}+cos(0)(1-sin(6))i—sin(8) (1 —cos(0))§) =
ngl((cos(e)—sin(9))i—(1—sin(9))3+(1—cos(9))l§). M =0CAG=liApcy,j+dc:k=1¢c,k—ldc.]. Pren-

(9 (1-cos(0)) + poy +bey =0
“mg-+ 2 (1=sin(0)) + G- + g0 =0
dendo le componenti lungo le direzioni degli assi si ha _mgh COS(9)+Tgl(COS(9) —sin(f))=0 | da cui
’¢Oy+¢0y:@(cos(‘9)—1) ng%—ngl(l—sin(H))—lcbc,zzo
b0:+bo. = (3+sin(0)) ML os(8)) 4o, =0
—ngl(cos(e)+sin(9)) =0 . La terza equazione %; géila nota dal punto a), dalle prime due si ha
bcz="2 (1+sin(0))
| 60y = (cos(6) 1)

G0y =" (c08(6) 1) =, =0, do. =

4g (3+sin(0))— e, = 2g Le relazioni ottenute sono valide solo se

maq ~ m 1 ~
0 ¢ un angolo corrispondente a una posizione di equilibrio. Quindi ¢,; = "% o D= g (— —1) i+

2 4 \/§
mg 1)+ mg mg (1 ): mg< 1>A
L (1———)k. ¢ppy=—kepp=—-2 (—=+1]j+—2 (1+—= k.
4 < ﬂ) Porm Ty e PuT T <\/§ RN

c¢) Scrivere l'energia meccanica della lamina, e ricavare I'equazione del moto usando un opportuno principio
. : )
di conservazione. 3 mgl

L’asse di rotazione della lamina & fisso, quindi 7' = 5]1092 6m1292. U= T+mng = ?((1—

cos(6))?+(1—sin(6))?) + TQZ sin(6) = ngl(— cos(0) —81n(9))+7gl sin(6)+C= l(sm(@) —cos(0))+C.

Quindi E=T+U = 5 mi%6* + 49 (sin(f)—cos(0)) . Poiche le forze agenti sulla lamma sono conservative
. I .

oppure non compiono lavoro, E = costante, cio¢ E'=0. Quindi gml299+%(cos(@)—i—sin(@))ﬁzo, da cui

3v2g

i+ = sin (9+£):0.




